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▷ 1. Äîêàçàòü, ÷òî ïðè íåðàâíûõ ïîëîæèòåëüíûõ a, b è c:

a3 + b3 + c3

a2 + b2 + c2
>

a+ b+ c

3

Ðåøåíèå: Ïîïðîáóåì äîêàçàòü îò ïðîòèâíîãî. Èç äàííîãî óðàâíåíèÿ ìû èìå-
åì:

3(a3 + b3 + c3) > (a2 + b2 + c2)(a+ b+ c)

èëè
3(a3 + b3 + c3) > a3 + ab2 + ac2 + a2b+ b3 + bc2 + a2c+ b2c+ c3

Îòñþäà:

2(a3 + b3 + c3) > (a2b+ ab2) + (b2c+ bc2) + (a2c+ ac2)

èëè

(a3 + b3) + (b3 + c3) + (a3 + c3) > ab(a+ b) + bc(b+ c) + ac(a+ c)

(a+ b)(a2 − ab+ b2) + (b+ c)(b2 − bc+ c2) + (a+ c)(a2 − ac+ c2) >

> ab(a+ b) + bc(b+ c) + ac(a+ c)

Îòñþäà, ïî ïåðåíåñåíèè âñåõ ÷ëåíîâ â ëåâóþ ÷àñòü, ïîëó÷èì:

(a+ b)(a− b)2 + (b+ c)(b− c)2 + (a+ c)(a− c)2 > 0

Íî ýòî íåðàâåíñòâî î÷åâèäíî ïðè ïîëîæèòåëüíûõ è íåðàâíûõ ìåæäó ñîáîé
÷èñëàõ a,b è c. Îòñþäà, ïðîèçâîäÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ â îáðàòíîì ïîðÿäêå, ïîëó-
÷èì òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî.

▷ 2. Îñíîâàíèÿ áèññåêòðèñ òðåóãîëüíèêà ABC ñî ñòîðîíàìè a, b, c ñîåäè-
íåíû ïðÿìûìè. Íàéòè îòíîøåíèå ïëîùàäè êàæäîãî èç ÷åòûð¼õ ïîëó÷åííûõ
òðåóãîëüíèêîâ ê ïëîùàäè äàííîãî.

Ðåøåíèå:

Ïî ñâîéñòâó áèññåêòðèñû èìååì

AN

NC
=

c

a

Áåðÿ ïðîèçâîäíûå ïðîïîðöèè, ïîëó÷èì:

AN

AN +NC
=

AN

b
=

c

a+ c
; AN =

bc

a+ c
;

AN +NC

NC
=

b

NC
=

a+ c

a
; NC =

ab

a+ c
.

Àíàëîãè÷íî ïîëó÷èì:

AL =
bc

a+ b
; LB =

ac

a+ b
; BM =

ac

b+ c
; MC =

ab

b+ c
.

Îáîçíà÷èâ ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ABC ÷åðåç S è ïðèìåíÿÿ òåîðåìó îá îòíî-
øåíèè ïëîùàäåé òðåóãîëüíèêîâ, èìåþùèõ ïî ðàâíîìó óãëó, íàéä¼ì:

Sa

S
=

AL ·AN
AC ·AB

=
cb

a+ b
· bc

a+ c
: bc =

bc

(a+ b)(a+ c)
.

Àíàëîãè÷íî ïîëó÷èì:
SB

S
=

ac

(b+ a)(b+ c)
;

SC

S
=

ab

(c+ a)(c+ b)
.

Íå òðóäíî âèäåòü, ÷òî ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ìîæíî áûëî ïîëó÷èòü èç ïðåäïî-
ñëåäíåãî êðóãîâîé ïîäñòàíîâêîé. Ñëîæèì èõ.

SA + SB + SC

S
=

ab(a+ b) + bc(b+ c) + ca(c+ a)

(a+ b)(b+ c)(c+ a)
.

Íàéä¼ì, íàêîíåö SO

S

SO

S
=

S − (SA + SB + SC)

S
= 1−SA + SB + SC

S
= 1−ab(a+ b) + bc(b+ c) + ca(c+ a)

(a+ b)(b+ c)(c+ a)



Ïîñëå î÷åâèäíûõ ïðåîáðàçîâàíèé èç ïðåäûäóùåãî ðàâåíñòâà ïîëó÷èì:

SO

S
=

2abc

(a+ b)(b+ c)(c+ a)
.

▷ 3. Íàéòè ÷èñëî, ñîäåðæàùåå òîëüêî ìíîæèòåëè 2 è 3 è îáëàäàþùåå òåì
ñâîéñòâîì, ÷òî ÷èñëî âñåõ äåëèòåëåé åãî êóáà â 7 ðàç áîëüøå äåëèòåëåé ñàìîãî
÷èñëà.

Ðåøåíèå: Ñîãëàñíî óñëîâèþ èñêîìîå ÷èñëî x èìååò âèä:

x = 2m3n.

Òîãäà
x3 = 23m33n.

×èñëî âñåõ äåëèòåëåé ýòèõ ÷èñåë áóäåò

(m+ 1)(n+ 1) è (3m+ 1)(3n+ 1).

Ïî óñëîâèþ:
(3m+ 1)(3n+ 1) = 7(m+ 1)(n+ 1). (1)

Èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî èëè 3m+ 1 èëè 3n+ 1 äîëæíî äåëèòüñÿ
íà 7.
Ïóñòü 3m+ 1 = 7t, ãäå t - íàòóðàëüíîå ÷èñëî è m = 7k + a, ãäå a < 7. Òîãäà

3m+ 1 = 21k + 3a+ 1 = 7t

Îòñþäà çàêëþ÷àåì, ÷òî 3a+1 äîëæíî äåëèòñÿ íà 7, ÷òî ìîæåò áûòü ëèøü ïðè
a = 2. Çíà÷èò m èìååò âèä

m = 7k + 2.

Ïîäñòàâèâ ýòî âûðàæåíèå â (1), ïîëó÷èì:

(21k + 7)(3n+ 1) = 7(7k + 3)(n+ 1),

èëè
(3k + 1)(3n+ 1) = (7k + 3)(n+ 1). (2)

Èç (2) îïðåäåëèì n. Íàéäåì

n =
2k + 1

k
= 2 +

1

k
.

Íî òàê êàê n ÷èñëî öåëîå, òî ìîæåò áûòü òîëüêî k = 1. Îòñþäà

n = 3 è m = 7k + 2 = 9.

Èñêîìîå ÷èñëî
x = 29 · 33 = 13824.

Òàê êàê óðàâíåíèå (1) ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî m è n, òî, î÷åâèäíî, ïðåä-
ïîëîæèâ, ÷òî 3n+ 1 äåëèòñÿ íà 7, íàéä¼ì

m = 3 è n = 9.

Ïîëó÷èì âòîðîå ðåøåíèå:

x = 23 · 39 = 157464.

Îòâåò: 13824 è 157464.

▷ 4. Ïîñòðîåíû: 4-óãîëüíèê, 5-óãîëüíèê, 6-óãîëüíèê è ò.ä.
×èñëî äèàãîíàëåé âî âñåõ ìíîãîóãîëüíèêàõ 800. Ñêîëüêî ïîñòðîåíî ìíîãî-
óãîëüíèêîâ?

Ðåøåíèå: Ïóñòü ÷èñëî ìíîãîóãîëüíèêîâ ðàâíî x. Òîãäà ïîñëåäíèé ìíîãî-
óãîëüíèê áóäåò èìåòü x+ 3 ñòîðîíû. ×èñëî äèàãîíàëåé â ìíîãîóãîëüíèêå âû-
ðàæàåòñÿ ôîðìóëîé:

n(n− 3)

2
.

Äàâàÿ çäåñü n çíà÷åíèÿ 4,5,6,..., x+ 3, ïîëó÷èì ïî óñëîâèþ:

4(4− 3)

2
+

5(5− 3)

2
+ · · ·+ (x+ 3) | (x+ 3)− 3 |

2
= 800.

èëè [
42 + 52 + 62 + · · ·+ (x+ 3)2

]
− 3 [4 + 5 + 6 + · · ·+ (x+ 3)] = 1600. (1)

Íî ïî èçâåñòíûì ôîðìóëàì:

12 + 22 + 32 + · · ·+ (x+ 3)2 =
(x+ 3)(x+ 4)(2x+ 7)

6

4 + 5 + 6 + · · ·+ (x+ 3) =
(x+ 7)x

2
.

Ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíåíèå (1) ìû ìîæåì ïåðåïèñàòü â âèäå:

(x+ 3)(x+ 4)(2x+ 7)

6
− 12 − 22 − 32 − 3x(x+ 7)

2
= 1600,

èëè
(x+ 3)(x+ 4)(2x+ 7)− 9x(x+ 7) = 9684.

Ïîñëå îáû÷íûõ óïðîùåíèé, ïîëó÷èì:

x3 + 6x2 + 5x− 4800 = 0.



Ïðåîáðàçóåì ëåâóþ ÷àñòü:

x3 + 6x2 + 5x− 4800 = x3 − 15x2 + 21x2 − 315x+ 320x− 4800 =

= x2(x− 15) + 21x(x− 15) + 320(x− 15) = (x− 15)(x2 + 21x+ 320).

Èòàê, èìååì:
(x− 15)(x2 + 21x+ 320) = 0. (2)

Óðàâíåíèå (2) äà¼ò îäíî äåéñòâèòåëüíîå çíà÷åíèå äëÿ x, èìåííî

x = 15.

▷ 5. Ïðè ïîìîùè îäíîé ëèíåéêè ðàçäåëèòü ïàðàëëåëîãðàì íà äâå ÷àñòè,
ïëîùàäè êîòîðûõ îòíîñÿòñÿ êàê 3:1.

Ðåøåíèå: Íà ïðîäîëæåíèè ñòîðîíû AB âîçüì¼ì ïðîèçîëüíóþ òî÷êó E è

ñîåäèíèì å¼ ñ ñ D.
Ðàçäåëèì ïàðëëåëîãðàìì ñíà÷àëà íà äâå ðàâíîâåëèêèå ÷àñòè. Äîêàæåì,

÷òî ìû ìîæåì îïóñòèòü ïðÿìóþ èç òî÷êè E, , êîòîðàÿ ðàçäåëèò ñòîðîíó AD
ïîïîëàì.
Ïàðàëëåëüûå ïðÿìûå AD è BH ðàññå÷åíû ïðÿìûìè EA, EF è ED íà ïðîïîð-
öèîíàëüíûå ÷àñòè. Îòñþäà:

AF

FD
=

BO

OH
.

Èç ïîäîáèÿ òðåóãîëüíèêîâ ANF è HNO èìååì:

AF

OH
=

NF

NO
.

Èç ïîäîáèÿ òðåóãîëüíèêîâ FND è ONB:

NF

NO
=

FD

BO
.

AF

OH
=

FD

BO
.

AF

FD
=

OH

BO

AF 2

FD2
= 1,

îòêóäà
AF

FD
= 1, AF = FD.

Ïðÿìàÿ FM , ïðîâåä¼ííàÿ ÷åðåç òî÷êó à è ÷åðåç òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé
ïàðàëëåëîãðàìà, è áóäåò èñêîìîé. Äàëåå äåëèì íà äâå ðàâíîâåëèêèå ÷àñòè îäèí
èç ïîëó÷åííûõ ïàðàëëåëîãðàìîâ, òàêèì îáðàçîì, ðåøàÿ çàäà÷ó.
▷ 6. Ïðèâåäèòå ïðèìåð ìíîãî÷ëåíà P (x), òàêîãî, ÷òî P (20) = 23, P (23) = 20,
êîòîðûé âî âñåõ ðàöèîíàëüíûõ òî÷êàõ èíòåðâàëà (20; 23) ïðèíèìàåò èððàöèî-
íàëüíûå çíà÷åíèÿ.

Ðåøåíèå: Äîáàâèì èððàöèîíàëüíûé ìíîæèòåëü äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðè ðàöè-
îíàëüíûõ x ∈ (20; 23) ìíîãî÷ëåí P (x) ïðèíèìàë èððàöèîíàëüíûå çíà÷åíèÿ.
Îäíàêî, äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðè x ∈ 20; 23 çíà÷åíèÿ íå áûëî èððàöèîíàëüíûì,
ïðèðàâíÿåì äðóãèå ìíîæèòåëè ê íóëþ. ×òîáû ïîëó÷èòü íåîáõîäèìîå çíà÷åíèå
äîáàâèì ïàðàìåòðû a è b.
Ïîëó÷èì:

P (x) =
√
2(x− 20)(x− 23)− ax+ b.

Ïîäñòàâëÿÿ çíà÷åíèÿ x, ïîëó÷àåì ñèñòåìó, ïðè ðåøåíèè êîòîðîé íàõîäèì ïà-
ðàìåòðû a è b. {√

2(20− 20)(20− 23)− 20a+ b = 23√
2(23− 20)(23− 23)− 23a+ b = 20{

−20a+ b = 23

−23a+ b = 20{
a = 1

b = 43

Îòâåò: P (x) =
√
2(x− 20)(x− 23)− x+ 43.

▷ 7. Äîêàæèòå, ÷òî óðàâíåíèå x3−y3 = 2023 íå èìååò ðåøåíèé â íàòóðàëüíûõ
÷èñëàõ.

Ðåøåíèå:

x > y

x3 − y3 = (x− y)3 + 3xy(x− y)



x− y ⩽ 12 3xy(x− y)
123 = 1728 295 íå äåëèòñÿ 3
113 = 1331 692 íå äåëèòñÿ 3
103 = 1000 1023 : 3 = 341 xy · 10 = 341∅
93 = 729 1294 íå äåëèòñÿ 3
83 = 512 1511 íå äåëèòñÿ 3
73 = 343 1680 : 3 = 560 xy · 7 = 560 xy = 80∅
63 = 216 1807 íå äåëèòñÿ 3
53 = 125 1898 íå äåëèòñÿ 3
43 = 64 1959 : 3 = 653 xy · 4 = 653∅
33 = 27 1996 íå äåëèòñÿ 3
23 = 8 2015 íå äåëèòñÿ 3
13 = 1 2022 : 3 = 674 xy = 674∅
▷ 8. Â êâàäðàòå ñî ñòîðîíîé 12 ðàñïîëîæåíû 2023 òî÷êè. Äîêàæèòå, ÷òî ñó-
ùåñòâóåò ðàâíîñòîðîííèé òðåóãîëüíèê ñî ñòîðîíîé 11, â êîòîðîì ðàñïîëîæåíî
ïî êðàéíåé ìåðå 500 èç ýòèõ òî÷åê.

Ðåøåíèå: Ðàçîáü¼ì èñõîäíûé êâàäðàò íà ÷åòûðå îäèíàêîâûå ÷àñòè òàê, êàê
ïîêàçàíî íà ðèñóíêå.

Ïî ïðèíöèïó Äèðèõëå, ïî êðàéíåé ìåðå â îäíîé èç íèõ íàõîäèòñÿ íå ìåíåå 500
òî÷åê. Äîêàæåì, ÷òî AEON ìîæíî íàêðûòü ðàâíîñòîðîííèì òðåóãîëüíèêîì
MNK. Ïóñòü O - öåíòð êâàäðàòà ABCD ñî ñòîðîíîé 12, T - ñåðåäèíà ñòî-
ðîíû AD, à ðàâíîñòîðîííèé òðåóãîëüíèê MNK ñî ñòîðîíîé 111 ðàñïîëîæåí
òàê, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå. Òîãäà ND = TD − TN = TD − OT · ctg 60◦ =
6− 6/

√
3, MA = MN − AN = MN − (AD −ND) = 5− 6/

√
3. Ñëåäîâàòåëüíî,

AL = MA · tg 60◦ = 5
√
3 − 6 > ND = AE, è ïîýòîìó òðåóãîëüíèê MKN ïîë-

íîñòüþ ïîêðûâàåò ÷åòûð¼õóãîëüíèê AEON .

▷ 9. Êàêîå íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ìîæåò ïðèíèìàòü âûðàæåíèå

sin2
α

2
+ sin2

β

2
+ sin2

γ

2
+ 3 sin

α

2
sin

β

2
sin

γ

2
,

åñëè α, β, γ óãëû íåêîòîðîãî òðåóãîëüíèêà.

Ðåøåíèå:

sin2 α+ sin2 β + sin2 γ =

=
1

2
(1− cos 2α) +

1

2
(1− cos 2β) + sin2 γ =

= 1− cos(α+ β) cos(α− β) + sin2 γ =

= 1− sin γ [cos(α− β)− cos(α+ β)] =

= 1− 2 sinα sinβ sin γ.

Ïîýòîìó
sin2 α+ sin2 β + sin2 γ + 3 sinα sinβ sin γ =

= 1 + sinα sinβ sin γ.

Íî åñëè 2α, 2β, 2γ - óãëû íåêîòîðîãî òðåóãîëüíèêà, òî, êàê èçâåñòíî,

sinα sinβ sin γ ⩽
1

8

Ñëåäîâàòåëüíî,

sin2 α+ sin2 β + sin2 γ + 3 sinα sinβ sin γ ⩽
9

8
.

Îòâåò: 9
8 .

▷ 10. Â ïëîñêîñòè èìåþòñÿ a ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ, ïåðåñå÷¼ííûõ b ïàðàë-
ëåëüíûìè ïðÿìûìè. Ñêîëüêî ïðè ýòîì îáðàçîâàëîñü ïàðàëëåëîãðàìîâ?

Ðåøåíèå: Äëÿ ïðîñòîòû äîïóñòèì, ÷òî ïðÿìûå ïåðåñåêàþòñÿ ïîä ïðÿìûì óã-
ëîì. Òîãäà ñòîðîíû ïðÿìîóãîëüíèêîâ áóäóò ñëóæèòü èõ îñíîâàíèåì è âûñîòîé.
Ïîäñ÷èòàåì, ñêîëüêî ïîëó÷èòñÿ ïðÿìîóãîëüíèêîâ ñ íåêîòîðûì îñíîâàíèåì k è
âûñîòîé l. Î÷åâèäíî, ÷òî ëåâàÿ íèæíÿÿ âåðøèíà òàêîãî ïðÿìîóãîëüíèêà ìî-
æåò ëåæàòü ëèøü íà 1-é, 2-é, . . . , a − k-é èç âåðòèêàëüíûõ ïðÿìûõ (òàê êàê
åñëè âçÿòü ýòó âåðøèíó íà a − k + 1-é ïðÿìîé, òî ïðàâàÿ âåðøèíà áóäåò óæå
çà a-é ïðÿìîé). Äðóãèìè ñëîâàìè, åñëè ïðèíÿòü íàøó ñåòü çà êîîðäèíàòíó, òî
àáñöèññà x ëåâîé íèæíåé âåðøèíû ïðÿìîóãîëüíèêà ìîæåò ïðèíèìàòü a − k
çíà÷åíèé îò 1 äî a− k.
Òî÷íî òàê æå íàéäåì, ÷òî îðäèíàòà ó òîé æå âåðøèíû ìîæåò ïðèíèìàòü b− l.
Êîìáèíèðóÿ ýòè çíà÷åíèÿ, ïîëó÷èì âñåãî (a − k)(b − l) ïðÿìîóãîëüíèêîâ ñî
ñòîðîíàìè k è l.
Íî k ìîæåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèë îò 1 äî a − 1, à l - îò 1 äî b − 1. Îñòàâëÿÿ,
ïîêà l ôèêñèðîâàííûì è äàâàÿ k çíà÷åíèÿ 1, 2, . . . , a− 1, ïîëó÷èì

(b− 1) [(a− 1) + (a− 2) + (a− 3) + · · ·+ 2 + 1] = (b− l)
a(a− 1)

2



ïðÿìîóãîëüíèêîâ. Íàêîíåö, äàâàÿ l çíà÷åíèÿ 1,2, . . . , b−1 è ñêëàäûâàÿ ðåçóëü-
òàòû, ïîëó÷èì âñåãî

[(b− 1) + (b− 2) + · · ·+ 2 + 1]
a(a− 1)

2
=

a(a− 1)b(b− 1)

4

ïðÿìîóãîëüíèêîâ. Õîä ðàññóæäåíèé îñòà¼òñÿ àáñîëþòíî òåì æå, åñëè âìåñòî
ïðÿìîóãîëüíèêîâ âîçüì¼ì ïàðàëëåëîãðàìû. Ïðèñëàííûå ðåøåíèÿ îòëè÷àþòñÿ
èñêëþ÷èòåëüíîé äëèííîòîé.


